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ة ال  ثانية عش  المحاضر

ي الأملس: 
 أمثلة عن المنحنر

" هي ئرة ممسوحة مرة واحدة "سواء كانت بالاتجاه الموجب أو بالاتجاه السالبأي دا .1

 منحنٍ أملس. 

  الإثبات: 
ّ
𝛾(𝑡)إن = 𝑎 + 𝑟𝑒𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋  ممثل وسيطي للدائرة𝐶+(𝑎, 𝑟) . 

1) 𝛾  قابل للاشتقاق على[0,2𝜋] 
ّ
𝛾، كما أن ′(𝑡) = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡  مستمر على المجال

[0,2𝜋] . 

2) 𝛾 ′(𝑡) = 𝑖𝑟𝑒𝑖𝑡 ≠  كانت  0
ً
  . [0,2𝜋]من المجال  𝑡وذلك أيا

ّ
 : لأن

|𝛾 ′(𝑡)| = 𝑟 > 0 . 

3) 𝛾  0,2]متباين على المجال𝜋[  
ّ
 : وذلك لأن

𝑒𝑖𝑡1 = 𝑒𝑖𝑡2    ∶ 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,2𝜋[ 

⟺ 𝑡1 = 𝑡2 + 2𝜋𝑘 ∶ 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,2𝜋[ 

⟺ 𝑡1 = 𝑡2 

 
ّ
,𝑡1وذلك لأن 𝑡2 ∈ [0,2𝜋[ . 

 
ّ
𝛾 ′(0)كما أن = 𝛾 ′(2𝜋)  

ّ
 وذلك لأن

𝛾 ′(0) = 𝑖𝑟𝑒𝑖0 = 𝑖𝑟 

𝛾 ′(2𝜋) = 𝑖𝑟𝑒𝑖 (2𝜋) = 𝑖𝑟 

 
ّ
,𝐶+(𝑎بالنتيجة إن 𝑟)  وط الثلاثة. بنفس الأسلوب ه حقق الشر

ّ
ي أملس، لأن

منحن 

ي 
 المنحن 

ّ
,𝐶−(𝑎نستطيع إثبات أن 𝑟)  .أملس 

 منحنٍ غثر أملس. الدائرة الممسوحة أكثر من مرة هو  .2

 الإثبات: 

ي من نقطة
ه عندما يمر المنحن 

ّ
ق، وذلك لأن

ّ
ط الثالث غثر محق  الشر

ّ
 أكثر من مرة وذلك لأن

 وبالتالي فهو منحن غثر أملس.  وأي ممثل له لن يكون متباينا.  ستكون غثر بسيطة،

 أي قطعة مستقيمة موجهة هي منحنٍ أملس.  .3

 الإثبات: 

 
ّ
𝑧1لنفرض أن , 𝑧2  التمثيل 

ّ
تيب، عندئذٍ فإن بداية ونهاية القطعة المستقيمة على الثر

 الوسيطي لهذه القطعة: 

𝛾 (𝑡) = (1 − 𝑡)𝑧1 + 𝑡𝑧2  

وط الثلاثة.  ي التحقق من الشر
ك للطالب"بقر  "تثر

 :  يجب أن تعلم ما يلي

 تباين أحد 
ّ
ي أو التخي الجزأينإن

ي )الحقيقر
ي يقتض 

( لتابعٍ عقدي بمتحول حقيقر  تباين التابع لىي

ورة، والمثال على ذلك: ل. العقدي على ذلك المجا  لكنّ العكس غثر صحيح بالض 
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𝛾(𝑡)التابع  = cos(𝑡) + 𝑖𝑠𝑖𝑛 (𝑡)  0,2]هو تابع متباين على المجال𝜋[ ، بينما كل من

𝑠𝑖𝑛 𝑡  ،cos 𝑡  .غثر متباين على ذلك المجال 

ي الممثل بالتابع  .4
𝛾(𝑡)المنحن  = 𝑡 + 𝑖𝑡2  على أي مجال مغلق[𝑎, 𝑏] ، ٍهو منحن

 أملس. 

ه لو حذفنا 
ّ
ئ لأن ي هو قوس من قطع مكاف 

𝑥  الوسيطإن هذا المنحن  = 𝑡, 𝑦 = 𝑡2  لوجدنا

𝑦 = 𝑥2 .وط الثلاثة ك للطالب". التحقق من الشر  "يثر

 أي مثلث أو مرب  ع أو مستطيل هو منحنٍ غثر أملس.  .5

ط الأول، وذلك لعدم قابلية الاشتقاق  لهذه المنحنيات 𝛾أي ممثل  بسبب اختلال الشر

 عند كل رأس.  ′𝛾عند الرؤوس، أي عدم وجود 

 :
ً
ي الأملس قطعيا

 المنحنر

 إذا كان  Γ نقول عن منحن
ً
ه أملس قطعيا

ّ
 لعدد  Γإن

ً
 منتهيا

ً
من المنحنيات الملساء  مجموعا

 المتتالية، أي إذا كان 

Γ = Γ1 ⊕Γ2 ⊕…⊕ Γ𝑛  

Γ𝑖حيث  ∶ 𝑖 = 1, … , 𝑛 . 

 "مكوّن من قطعة واحدة ملساء"،كل منحنٍ أملس هو 
ً
ولكنّ العكس غثر صحيح  أملس قطعيا

ورة.   بالض 

 أمثلة معاكسة: 

 وهو غثر أملس. 
ً
 المثلث هو أملس قطعيّا

 الدائرة الممسوحة مرتير  منحن غثر أملس كما رأينا سابقا، ولكنها منحن أملس 
ً
لأنها  قطعيا

أول دورة هي منحنٍ أملس، وكذلك الدائرة  : الدائرة الممسوحةمجموع لمنحنيير  أملسير  هما 

ي دورة منحن أملس
ي ثان 

 . الممسوحة ف 

 عقدي:  نقول عن تابعٍ  : تعريف

𝛾: [𝑎, 𝑏]
            
→   ℂ 

ه طريق إذا كان 
ّ
ه مقيس "قابل للقياس" أو إن

ّ
ئ  تغثر محدود.  ذا 𝛾 إن  كل من وهذا يكاف 

ّ
 الجزأينأن

ي والتخيلىي تابع ذو 
ي هذه الحالة بطول  تغثر محدود.  الحقيقر

سمّي التغثر الكلىي للتابع ف 
ُ
، ونرمز 𝛾ن

 . 𝐿(𝛾)له ب   

ي 
ه طريق إذا كان نقطة أو   Γنقول عن المنحن 

ّ
   𝛾لوسيطيةا تمثيلاتهأحد كان إن

ً
ونعرّف  ،طريقا

ي بالمساواة
𝐿(Γ): طول هذا المنحن  = 𝐿(𝛾) . 

 :  عيرّ  المنحنيات الممثلة ب   : تمارين

1) 𝛾1(𝑡) = 𝑡 + 𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 
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𝑥: : لنحذف الوسيط بير  المعادلتير  الحل = 𝑡 , 𝑦 = 𝑡  فنجد  
ّ
𝑥أن = 𝑦  

ّ
حامل  ، أي أن

ي هو 
1إل  0منصف الرب  ع الأول، وهي قطعة مستقيمة ممسوحة مرة واحدة من المنحن  + 𝑖 . 

2) 𝛾2(𝑡) = (1 − 2𝑡) + 𝑖(1 − 2𝑡):0 ≤ 𝑡 ≤
1

2
 

ي يساوي الجزء: الحل
 الجزء الحقيقر

ّ
، فهو يمثل منحنٍ حامله منصف الرب  ع  نلاحظ أن التخيلىي

ه قطعة مستقيمة ممسوحة مرة واحدة من 
ّ
1الأول والثالث، أي أن + 𝑖  0إل . 

3) 𝛾3(𝑡) = tan(𝑡) + 𝑖 tan(𝑡) : 0 < 𝑡 ≤
𝜋

4
 

ي هو قطعة مستقيمة : الحل
 المنحن 

ّ
، وبالتالي فإن ي يساوي الجزء التخيلىي

 الجزء الحقيقر
ّ
نلاحظ أن

1إل  0ممسوحة مرة واحدة من  + 𝑖 . 

هنة:   أملس، وليكن   Γليكن  مبر
ً
:𝛾منحنيا [𝑎, 𝑏]

           
→   ℂ    ل 

ً
وط  Γتمثيلا ق شر

ّ
" الذي يحق

ي الأملس" عندئذٍ يكون 
ق:  Γالمنحن 

ّ
 ويتحق

ً
 أملس قطعيا

𝐿(Γ) = 𝐿(𝛾) = ∫ |𝛾 ′(𝑡)|
𝑏

𝑎

 𝑑𝑡  

  أملس Γ ملاحظة: 
ً
Γقطعيا ورة".  ⟸  طريق. "العكس غثر صحيح بالض 

Γ  وإذا كان = Γ1 ⊕ Γ2⊕ …⊕ Γ𝑛  
ّ
𝐿(Γ)فإن = 𝐿(Γ1) + 𝐿(Γ2) + ⋯+ 𝐿(Γ𝑛) . 

 تكامل التابع العقدي عل منحنٍ عقدي: 

 معرّ  𝑓ليكن 
ً
 عقديا

ً
 على مجموعةٍ مفتوحة تابعا

ً
𝐴فا ⊂ ℂ و ،Γ  ي

 ف 
ً
 𝑓، بحيث يكون 𝐴طريقا

 Γعلى  ا محدود
ّ
𝑀∃، أي أن ≥ 0 ∶  |𝑓(𝑧)| ≤ 𝑀 ∶ ∀𝑧 ∈ Γ 

𝛾وليكن  ∶ [𝑎, 𝑏] →ℂ    ل 
ً
 وسيطيا

ً
 Γتمثيلا

ّ
إذاا  Γكمول " قابل للمكاملة" على   𝑓، عندئذٍ فإن

𝑓كان   ∘ 𝛾   بالنسبة ل    كمولا𝛾 وعندما يكون كمولا على .Γ فإن : 

∫𝑓
 

Γ

= ∫𝑓
 

𝛾

= ∫𝑓 ∘ 𝛾
 

𝛾

 

 حالة خاصة: 

 على  𝑓إذا كان 
ً
ي Γ، وكان 𝐴مستمرا

 أملس ف 
ً
 ، عندئذٍ 𝐴منحنيا

ّ
 Γكمول على   𝑓فإن

ّ
 : ، وإن

∫𝑓
 

Γ

= ∫ f(𝛾(𝑡))𝛾 ′(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

، و  Γيمكن التعميم لأجل 
ً
 على  𝑓أملس قطعيا

ً
,𝑎]مستمر قطعيا 𝑏] الجزأين 

ّ
ئ أن ، وهذا يكاف 

ي والتخيلىي ل   
𝑓الحقيقر ∘ 𝛾  على قطعيا مستمران[𝑎, 𝑏] . 
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 : تمرين

𝑓(𝑧)هل التابع  =
1

𝑧
 كمول على دائرة الواحدة، إذا كان كذلك احسب تكامله على هذه الدائرة.   

  الحل: 

ه لم يحدد عدد 
ّ
الدائرة ممسوحة مرة  مرات المسح أو اتجاه الدوران فاصطلاحا نعتث  "بما أن

 . واحدة بالاتجاه الموجب"

 
ّ
 ∗ℂمستمر على  𝑓إن

ّ
ي  𝐶+(0,1)، كما أن

 ∗ℂمنحنٍ أملس ف 
ّ
كمول   𝑓، وبالتالي فإن

 :إن   .𝐶+(0,1)على

𝛾(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 2π 

 :، وبالتالي فإن  𝐶+(0,1)هو تمثيل مسموح به لـ 

∫
1

𝑧

 

𝐶+(0,1)

𝑑𝑧 = ∫
1

𝛾(𝑡)

2𝜋

0

𝛾 ′(𝑡)𝑑𝑡 = ∫
1

𝑒𝑖𝑡

2𝜋

0

𝑖 𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 = [𝑖𝑡]0
2𝜋 = 2𝜋𝑖 

 تمرين: 

∫احسب التكامل  𝑧̅
 

Γ
𝑑𝑧 حيث ،Γ  1−إل   1نصف دائرة الواحدة العلوي الممسوحة من . 

 الحل: 

ي 
 ممثل المنحن 

ّ
𝛾(𝑡)هو التابع  Γبداية إن = 𝑒𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋 

ّ
 : ، من الواضح أن

𝛾(0) = 1, 𝛾(𝜋) = −1 

 
ّ
 : وبالتالي فإن

∫𝑧̅
 

Γ

𝑑𝑧 = ∫ 𝛾(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅
𝜋 

0

𝛾 ′(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑖
𝜋 

0

𝑒−𝑖𝑡𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 = ∫ 𝑖
𝜋 

0

𝑑𝑡 = [𝑖𝑡]0
𝜋 = 𝜋𝑖 

 

 

ة الثانية عشر   ... ...انتهت المحاض 


